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Wieslaw Wagner (Poznaii)
TESTY ZGODNOSCI Z ROZKZADEM NORMALNYM DLA PROBY PROSTEJ
1. Wstep

1.1. Wprowadzenie

Rozkiad normalny odgrywa podstawowa role w statystyce mate-
matycznej. Powszechnie stosowany jest do weryfikacji hipotez
parametrycznych, gdzie najczeéciej a priori zakXada sig, ze
badana zmienna losowa ma rozklad normalny. 2ZaZozenie to
w $wietle danych eksperymentalnych nie zawsze jest prawdziwe.
Zachodzi stad potrzeba sprawdzenia, czy rozkiad empiryczny
badane+i zmiennej nie wykazuje nadmiernego odchylenia od roz-
kiadu normalnego. Sprawdzanie zgodnogci miedzy wspomnianymi
rozkiadami przeprowadzane jest testami normalnosci (Pawiowski,
1976, 8.223).

Historycznie testy VBT e b2 byly pierwszymi testami nor-
malnodci, dalsze wprowadzili: Geary (test g), David, Hartley i
Pearson (test u), Koimogorow (test D) oraz Cramer i von Mises
(test CM). Z kolei powsti}y testy normalnos$ci korzystajace ze
statystyk pozycyjnych. Takie- testy podali: Shapiro i Wilk
(test W), Shapiro i Francia (test W’), Weisberg i Bingham (test
Eﬁ , Fillibren (test r) oraz D’Agostino (test D

A
nianymi, w literaturze spotyka sie kilka innych testéw normal-

) - Poza wspom-

nodéci, ktdérych obszerny przeglad podany jest w rozdziale 2.

Przy prezentacji testdéw wzieto pod uwage ich aspekty praktycz-
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ne, wskazujac Zrdédia zawierajgce niezbedne tablice wartosgci
krytycznych dla przeprowadzenia wnioskowania statystycznego.

W literaturze polskiej brak jest szerszego opracowania do-
tyczacego testdéw normalnodci, co w powaznym stopniu ogranicza
ich szersze zastosowanie. Powstalg luke mogiaby czedciowo wy-
peinié niniejsza praca.

Bibliografia zwigzana z zagadnieniami testdéw normalnogci
jest bardzo obszerna. Szersze omdwienie literatury podaja pra-

ce: Hegazy i Green (1975) oraz Pearson i inni (1977).
1.2. Preliminaria.

W pracy zastosowano nastepujaca symbolike. Litery greckie
p 1 o stosujemy dla oznaczenia wartodci oczekiwanej i od-
chylenia standardowego w populacji. Przez X oznaczamy zmien-
n3 losowag typu cigglego o rozkiadzie prawdopodobieristwa okreg-
lonym przez dystrybuante F(x) z parametrami rozkzadu: E(X)= u

s DZ(X) = 02. Ciag Xy rXgrenesX (krétko ciag {xi}) oznacza

n
prdébe prosta zlozong z n obserwacji zmiennej X. Ponadto, x
oznacza Srednig arytmetyczng, S2 - sume kwadratdéw odchyleri,
52 - wariancje z prédby i s - odchylenie standardowe z prdéby.
Ciag y1 1Yore«+sY, Oznacza ciag uporzadkowany niemalejaco
obserwacji Xy rXgreear X, taki, ze Y{£¥p< eee Z¥p - Fakt,
ze zmienna X ma rozktad normalny o parametrach yu i cz,
zapisujemy x~N(u,02). Symbolem Fn(x) oznaczamy dystrybu-

ante empiryczng

o, dla X<Yqs
Fo(x) = k/n, dla yk<x_<_yk+1, k= 1,2, o i1,

1, dla XD Yo
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za$ przez &(u) i ¢-1(p) dystrybuante i kwantyl rzedu p-tego
standaryzowanego rozktadu normalnego (krétko rozktadu N(0,1)).
Statystyka pozycyjng (krdétko s.p.) nazywamy zmienng losowg
b bedacag k-tq zmienng w prdébie {yi}, zas {yi} ciggiem (u,0)
-s.p. Jesli x'vN(u,oz), to yp jest normalng s.p. i wtedy
{yi} jest ciagiem normalnych s.p. Jeéli {yi} jest ciggiem
N(u,cz) - 8.p., to {ui}, gdzie wu; = (y;-w)/o, Jest ciagiem
N(O,1) - s.p. Dla ostatniego ciggu przyjmujemy nastegpujace

oznaczenia dla parametrdw rozkiadu

2 ;
E(ui) =m, D (ui) = vy 1= 1. 20.e sl

Cov(ui,uj) =Wy 1,3 = 1325ecepDi~ L g H0

jl
Wwoéwczas dla N(u,0) - s.p., mamy

E(y,) = p+om,, Dz(y ) = czv i Cov(y,,y.) = 02v o
g i 11 a1k i’ ij

Nadmieiimy, ze wartosci m,=m. 1= 1:;2,.00,[0/2] 2ZosStaid
’

stablicowane dla réznych n, natomiast v oraz

11 = Vi

= v, dla 1,] = 1:25¢e0q[n/2]7 L # 3 tylko=dis

Vij ij,n
n=1,2,...,20 (Pearson i Hartley, 1972, tab.g‘i 10) .

W koiicu oznaczmy przez NPP[mi:yi] normalny diagram prawdo-
podobielistwa, sporzadzony w uktadzie wspdéirzednych przez zaz-
naczenie na osi odcietych wartosci m,, a na osi rzednych

wartosci Y-

1.3. Weryfikacja hipotezy o zgodnos$ci rozkiadu empirycznego

z rozkiadem normalnym.

Przypuéémy, ze dysponujemy prdébg prosta {xi} n obserwacji

zmiennej losowej X. Chcemy na podstawie prdby {xi} wiedzieé,



Testy zgodnosci z rozkiadem normalnym 9

czy zmienna X ma rozklad prawdopodobierstwa charakteryzujacy
si¢ pewnymi wlasnodciami, tzn. czy znany jest rozkiad hipote-
tyczny (np. przypuszczamy, ze prdba {xi} uzyskana zostata za po-
mocg niezaleznego losowania z populacji o rozkiadzie normalnym
N(O,1)), czy tez jej rozkad nalezy do okredlonej klasy rozkia-
déw (np.normalnych) .

Rozwazmy przypadek, gdy rozkad hipotetyczny jest w zupeil-
nosci okreslony za pomocg dystrybuanty F(x) rozk*adu normalnego.
Chcemy zweryfikowaé hipoteze statystyczng, Ze prdba {xi} zostata
pobrana z populacji o tym rozktadzie. Przyjmijmy, Ze sprawdzana
hipoteza jest prawdziwa. Wtedy moZemy oczekiwad, ze dystrybuanta
empiryczna Fn(x) bedzie przyblizZeniem dystrybuanty F(x). Okres-
lenie pewnej nieujemnej miary D odchylenia F(x) i Fn(x) mozna
podaé w rozmaity sposéb. Jednakze kazda miara & bedzie pewna
funkcja wartosci z prdéby, a zatem bedzie mia*a okreélony rozkiad
z préby. Korzystajac z tego rozkadu, okreélamy prawdopodobieii-
stwo P($>.‘DO) zdarzenia losowego D >i)o, gdzie 20 jest
zadang wielkoscig. Miara <L jest statystykg z préby, a 90
wartodciag krytyczng jej rozkiadu przy zadanym poziomie istotnog-
ci o . Jezeli w aktualnym przypadku prawdziwa jest nierdéwnoséé
i)>€D°, to wnioskujemy, zZe odchylenie jest istotne i hipoteze
odrzucamy. Z drugiej strony, gdy wystapi nierdéwnosgé ﬁi ﬂ)o to
uwazamy, ze odchylenie mogo powstaé na skutek wahar losowych i
nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy. Test o takim charakterze
nazywamy testem zgodnos$ci dla hipotez o rozkiadzie normalnym
(krétko testem normalnogci).

Formalnie, hipoteze statystyczng o zgodnog$ci rozk*adu empi-
rycznego z rozkiadem normalnym formulujemy nastepujgco. Niech Ft

N
i G oznaczaja klasy dystrybuant, odpowiednio rozktadu normalnego
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i zmiennych losowych ﬁajacych trzeci rézny od zera i skoriczony
czwarty moment centralny. Przyjmujemy, ze X Jjest zmienng loso-
wa o nieznanej postaci (tak co do klasy, jak i parametrdéw) dys-
trybuanty TF(x). Stawiamy hipoteze zerowg Ho: F(x)esFN, ze
funkcja T(x) nalezy do klasy Fyr przeciwko hipotezie alterna-
tywnej Hq: F(x) € G, ze funkcja F(x) nalezy do klasy C. Hipo-
teze Hj uznajemy za prosta (oznaczamy Hg), jezeli klasa Fy
ma okreélone parametry u i o , w przeciwnym razie jest ona
zXozona (oznaczamy Hg).

Weryfikacje hipotezy Ho przeprowadzamy testami normalnosci,
ktére mozna podzielié zaleznie od sposobu ich konstrukcji na 4
grupy:

(1) Test XZ Pearsona,

(2) Testy oparte na pordéwnaniu dystrybuanty rozkiadu empi-

ryczneco z dystrybuantg rozkiadu normalnego,

(3) Testy oparte na momentach z préby,

(4) Testy oparte na statystykach pozycyjnych.

%Ze wzgledu na powszechng znajomogé teitu X2 Pearsona nie
bedziemy go tutaj omawiaé. Dalej w pracy dokonujemy omdéwienia
testéw normalnogci w obrebie kazdej z wymienionych grup, podajac
statystyki na ktérych oparte sa testy i sposéb w jaki z zaobser-
wowanej wartogci tej statystyki mozna wnioskowaé o hipotezie H,.

Dla wielu testdéw zostaly dolaczone przykiady liczbowe.

2. Testy dla hipotez o normalno$ci rozkiadu

2.1. Testy oparte na pordwnaniu dystrybuanty rozktadu empirycz-

nego 2z dystrybuantg rozkiadu normalnego.

Nie~*- X bedzie zmienng losowag o rozkiadzie okreslonym przez
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dystrybuante T(x) i niech {xi} stanowi prébe obserwacji zmien-
nej X. Ponadto niech {yi} stanowi ciag (p,0) - s.p. w prdbie
{xi}. Przyjmujemy, ze By ¢(ui) ALy wsl = 1002 e inygdzie
(a)u; = (y4-u)/o, gdy w i o znane,(b) u; = (y; - y)/s, gdy
U i 0 nieznane, (c) ny .= (yi - y)/o, gdy u nieznane i ¢ zna-

ne oraz (4) Ry . (yi -u)/8, gdy u znane i o nieznane, zas

-

i

[ it=]

(Yi -u)Z/n. Wartodci dystrybuanty F (x) w punkcie y;
1

oznaczamy przez Fn(yi). Miare odlegtos$ci rozkiadu empirycznego
od normalnego wyrazamy tutaj funkcjg odlegtosdci miegdzy Fn(yi)

-

oraz z; O postaci

D= max {F_(y;)-2z,}
1515nni X

lub w postaci caitkowej 4
1 §
D=7 [r(y) - F (y)]1° aF(y).
(o]

Niech T bedzie testem normalnodci o statystyce testowej
okreélonej na mierze £ i niech ponadto Rt bedzie wartosciag
krytycznga rozktadu Tt dla ustalonych o 1 n. Hipotezeg H
odrzucamy na ustalonym poziomie istotno$ci o wtedy i tylko

wtedy, gdy T >'rOl w przeciwnym razie nie ma podstaw do odrzu-

in’
cenia hipotezy Ho.
Dla wielu testdéw nalezacych do omawianej grupy zostaly stabli-
cowane wartodci krytyczne (krétko w.k.) dla przypadku (a), tzn.
kiedy parametry u i o sj znane. Stephens (1974) podait w.k.
testéw przy réznych ao , dokonujac modyfikacji Eikiej, aby w.k.
nie zalezaly od wielkodci prdéby. Modyfikacje testu <t oznaczamy

przez T(t), a jego w.k. dla zadanego a przez Ta(r).
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Ponizej prezentujemy testy: Kolmogorowa, Koimogorowa-Smirnowa,
Kac-Kiefer-Wolfowitza, Kuipera, Watsona, Cramera-von Misesa i
Anderson-Darlinga, ktdére zalicza sie do dwdch klas testdw:
Koimogorowa i Cramera-von Misesa.

T e:s t KoiImogorowa. Statystyka testowa D testu
Koimogorowa jest postaci

D = max(D+, D),
gdzie

D' = max (i/n=-2;) 1 D = max (z; - (i-1)/n).
1<i<m 1<i<n

Do weryfikacji Hg mozna stosowaé testy oparte na statystykach

p* 1w D7, za$ dla Hg test D. Modyfikacje powyzszych testdéw

wraz z w.k. dla a = 0.05, 0.01 w przypadkach (a), (b) i (4)

s3:
+ —
Statystyka (D), "TAD %Ny T(D) n TO.OS(') To.01(J
pt(p7) (a) bt (vn+0.12+0.11/v%) 1.224 1.518
D (a) D(vn+0.12+0.11/vn) 1.358 1.628
(b) D(vn-0.01+0.85/vn) 0.895 1.035
(d) vn D 10 1.270 1.530
20 1.290 1.570
50 1.310 1.595
100 1321 1.610
1.333 1.625

Przyk¥ad 1. Wagi mezczyzn w funtach przedstawialy sie nastepu-
jaco: 148, 154, 158,. 160, 161, 162, 166, 170, 182, 195, 236.
Obserwacje 236 mozna uznaé za odstajgca. Charakterystykami opi-
sowymi préby sa: y = 172, S2 = 6225.02 i s = 24.95. Wery-
fikujemy hipoteze H, iz préba z obserwacji wag mezczyzn po-

chodzi z populacji o rozkladzie normalnym. Przyjmujemy poziom

istotnoéci a = 0.01.
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Obliczenia przeprowadzamy wg schematu

i " uy z; i/n-zi zi-(i-1)/n
1 148 =0.96 0.1685 =0: 0775 0.1685
2 154 =-0.72 0.2358 -0.0539 0.1449
3 158 =0.56 0.2877 -0.0149 0.1059
4 160 -0.48 0.3156 0.0480 0.0428
9 161 ~-0.44 0.3300 0.2145 -0.0336
6 162 -0.40 0.3446 0.2008 =0.1099
i 166 -0.24 0.4052 232 -0.1402
8 170 -0.08 0.4681 0.2592 -0.1683
9 182 0.40 0.6554 0.1628 -0.0718
10 195 0.92 0.8212 0.0879 0.0030
11 236 2.56 0.9948 0.0052 0.0857

Mamy zatem D' = 0.2592 i D = 0.1685, wiec D = max(0.2592,
0.1685) = 0.2592. Poniewaz parametry u i o s nieznane, wiec
obliczamy przeksztaicong warto$é statystyki D wzorem T(D) =

D(vn-0.01+0.85/yn) = 0.924. Skoro T(D) = 0.924 <1.035 =

= T0.01(D)' wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy uo' 12
préba 11 obserwacji pochodzi z populacji o rozkZadzie normal-
nym na poziomie istotnogci a = 0.01.

Pewng odriiang testu D jest test KS Koimogorowa-S.iirnowa opar-
ty na statystyce

KS = max |i/n - z,].
1<i<n

Powyzszy test moze byé stosowany nawet dla matych préb, a tabli-
ce w.k. dla przypadku (a) sa powszechnie znane (patrz, np.Fisz,
1967, tab.VIII), natomiast dla przypadku (b) podat je Lilliefors
(1967), a cytuje je takze Domariski $1979, tab.10).

Inng wersja testu D dla przypadku (b) jest test vV, Kac-

Kiefer-Wolfowitza, oparty na statystyce

v, = vn sup |F (y) - ¢((y-¥)/s]|,
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dla ktdérego w.k. rozktadu V = podail Soesta (1967) .

Kuiper wprowadzil test V oparty na statystyce V = D+ + D,
gdzie statystyki o AD, sa okreélone jak w tedcie D. Test V
moze byé stosowany zardwno do prostych jak i zZozZonych hipotez
o normalnoéci. Modyfikacja dla przypadkdéw (a),(b) i (d) wraz

z w.k. jest postaci

T(V) n Ty 05V | To.01V)
(a) V(Vn+0.155+0.24/vn) 1747 2.001
(b) V(Vn+0.05+0.82/vn) 1.489 1.693
(@) vnv 10 1.500 1.210
20 1.535 1.770 (
50 1.570 1.810
100 1.590 1.825
® 1.612 1.845

\

Test Cramex a="yon Mises a. Jesdli miarg od-
chylenia dystrybuanty empirycznej Fn(y) od dystrybuanty roz-
ktadu normalnego F(y) wyrazimy w postaci calkowej Y

c=n s (T () - F(y)I1? ar(y),

o--=

to otrzymamy statystyke testu CM Cramera-von Misesa. W praktyce

korzysta sie z rdéwnowaznej do CM statystyki

2 4 2
W =1/(12n) + = [zi-(21-1)/(2n)] s
i=1

Test ten stosowany jest do hipotez Hg i Hg, a jego modyfikacje

dla przypadkéw (a) - (d) wraz z w.k. sa postaci

2 2 2
T (W?) To.05 ) | Tg. o7 (W2
(a) (W?-0.4/n+0.6/n2) (1+1/n) 0.461 0.743
(b) W2 (1+0.5/n) 0.125 0.178
(c) nie podlega modyfikacji 0.165 0.237
(d) n>'5 0.443 04723
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Przyktad 2. Korzystajac z danych w przyktadzie 1, obliczamy

wielkosci Wy wum, e (21=17) /(2m) dla +n =11 ' oraz .1=1,2,3:.,81}

ktére sa nastepujgce: 0.123, 0.099, 0.060, -0.003, -0.079,

-0.155, -0.186, -0.214, -0,227, -0.042, 0.040. Ich suma kwadra-

2

téw wynosi 0.1564, a stad W° = 0.1639. Skoro wystepuje przy-

padek (b), wiec T(W?) = 0.1713. Poniewa: Ty 01(wz) -

= 0.178> 0.171, wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.

Jedna z wersji testu CM jest test U2 Watsona, oparty na

statystyce

0?2 = w? - n(z - 0,5)2,

gdzie z = (z1 S S zn)/n. Jego modyfikacje wraz z w.k. sa pos-

taci

2 2 2
(=) TO.OS(U ) T0.01(U )

(a) (U%-0.1/n+0.1/n2) (1+8/n) 0,187 0.267

(b) U%(1+0.5/n) 0.116 0.163

(c) nie podlega modyfikacji 0157 0.227

(@ n>5 0.153 0.221

2

Przykiad 3. 2 obliczef w przykladzie 2 mamy W

jac elementy Zg, i=1,2,...,11 podane w przyktadzie 1, otrzy-

mujemy z, +...+ z,. = 5.0269, a stad Z = 0.457 i U® = 0.143.

Poniewaz T(Uz) = 0.140<0.163 = Tu(UZ), wigc nie ma podstaw

= 0.1635. Sumu-

do odrzucenia Ho.
Inng wersja testu CM w postaci catkowej jest test WCM wa-

gowy Cramera-von Misesa, oparty na statystyce

\
ook b 2 __ar(y)
WM = B JIF, () - Fiy)] ) (oF @)

i
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ktdéra otrzymuje sig ze statystyki CM przez nadanie jej wagi
1/F(y) (1-F(y)) . W praktyce korzysta sie z modyfikacji\testu WCM

zwaneqgo testem A2 Anderson-Darlinga, opartego na statystyce

n
A" =-n- (1/n) ¢

(2i-1)[1n z, + 1n(1-z
i=1 %

n-1+1) 17

ktéra zmodyfikowana dla przypadku (b) wraz z w.k. dla (a)-(d)

jest
2 2 2
T(A%) Ty.05 (A7) Tg.o1 (A7)
(a n>5 2.492 3.857
(b) A2(1+4/n-25/n2) 0.787 1.092
(c) nie podlega modyfikacji 1:105 12573
(d) n>5 2.323 3.690

Przyktad 4. Korzystajac z danych w przyktadzie 1 oraz podanych
tam wartodci Zgs obliczamy odpowiednie logarytmy naturalne i
sume wystepujaca po prawej stronie statystyki A2, otrzymujac
-131.415, a stad Az = 0.947. PoniewaZ parametry u i o sa
nieznane, wiec T(Az) = 1.096. Skoro T(Az) = 1.096 >1.092 =
= TO.O1(A2)’ wiec hipoteze Ho odrzucamy na poziomie istot-
nosci a = 0.0l. Zauwazmy, Ze tylko test A2 odrzucii hipoteze

H iz préba wag 11 mezczyzn pochodzi z populacji o rozktadzie

oy
normalnym. Wspominalismy, Ze w rozwazanej prébie wystepuje ob-
serwacja odstajgca Y1 = 236. Wskazuje to na pewien typ odstep-
stwa od normalnos$ci, tzn. préba wykazuje nadmierng skogno$é wy-
woiang przez wynik Yii' ™ 236.

Omawianiem mocy wspomnianych testdéw zajmujemy sie w punkcie 3.
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2.2. Testy normalnodci oparte na momentach z prdéby.

Niech X bedzie zmienng losowg o skoiiczonych trzecim I b
czwartym 1, rnomencie centralnym, {xi} prébg prosta obserwacji

zmiennej X, zas m_, r-tym momentem centralnym z prdéby

n_ = (1/n)

" (xi-)-()r, R S T L

ne1s

i=1

Testy normalnosci oparte na statystykach korzystajgcych z momen-
téw m. zwigzane sg nastepujgca wiasnosdcig. Jesli ann(u,oz),
to Mgy = (0§55 & Uy = 304, a standaryzowane trzeci i czwarty mo-
ment centralny sgpostaci VE1= u3/o3 = 0 oraz By = u4/o4 = 3.
Innymi sZowy VE1 i B, sa odpowiednio réwne zero i 3 dla popu-
lacji o rozkladzie normalnym. Testy normalno$ci w omawianej gru-
pie stosowane sg do sprawdzania hipotez Hg i sg niezmiennicze
ze wzgledu na zmiane skali i potozenie prdby {xi}.

Test VE; -standaryzowany ¢trzeci
moment 2z prdéby. Statystyka VST testu VE; jest

postaci

n
vBo = :‘13/»[“3 = VA I (x; - % 3/(s2)3/2,

gdzie 32 jest sumg kwadratdéw odchyleii. Test V 1 stosowany

jest do weryfikacji hipotez Hz, przeciwko hipotezie H1 orze-

kajacej, iz rozkad jest skodny. W.k. rozkiadu VET dla 'ms> 25
podane zostaly w zbiorze tablic Pearsona i Hartley’a (1966, tab.
34B), a dla n<25 przez Mulhollanda (1977).

Test b,-standaryzowany cczwarty

2
moment z pr 6 by. Statystyka b2 testu b2 jest postaci



18 W.Wagner

n
by =my/ms =n £ (x; - 04/ sH2
i=1 *

Test b2 stosowany jest do weryfikacji hipotez H;, przeciwko hi-
potezie H, orzekajacej, ii rozklad jest symetryczny o sptasz-
czeniu odbiegajacym od normalnego. W.k. przy n> 50 zawiera
zbidr tablic wyzej wymienionych autordw.

Przykiad 5. Dla danych z przykiadu 1 mamy: n = 11, x = 172,

n, 565.91, n,y = 22602.54, 1y = 1598992.13, a stad V3:=1.679 i

o'
N
]

4.993. Poniewaz w.k. rozkzadu VF; dla n = 11 oraz

a= 0.01 wynosi 1.899 (Mulholland, 1977, tab.2, s.408) jest
wigksza od 1.679, wigc nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.
Test Kz. Hiech X(p) oznacza kwantyl rzedu p-tego rozkZadu
zmiennej losowej X. Dla statystyki b, okreslamy prawdopodobieii-

stwo O0<p<1 réwne P(b2£b2,p;n)‘*=P' gdzie b jest

2,p;n
w.k. rozktadu b2 dla ustalonych p i n, ktdra moZna odczytad

Rm.in. z nomograméw danych przez D’Agostino i Pearsona (1973),
Pozwalajacych dla danego b2 odczytaé p. Oznaczmy przez X(bz)

-1

kwantyl rzedu p rozk*adu N(0,1), czyli X(bz) =9 (p). Dla

rozkXadu VB; kwantyl X(VS;) okredlamy wzoren
X(vBy) =91n{vB,/x + [(vBy/m)? + 11172,

gdzie stale B 1/» sa stablicowane przez wspomnianych au-

tordw. Test K2 oparty jest na statystyce

¥ = x2(vB)) + x*(by),

ktéra przy prawdziwodéci hipotezy I, na rozkiad x2 z 2 stopnia-
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mi swobody. Test Kz prowadzi do odrzucenia hipotezy Ho na us-

talonym poziomie istotnodci, qdy Kz >X§,2 .

Zaletg testu K2

jest to, Ze pozwala on jednoczegnie badad
odstepstwo od normalnosci wywotane przez sko$noéé i spiaszczenie.
Test o takich wlasnodciach nazywamy testem omnibus. Test K2 moze
by¢ stosowany dla préb o liczebnosgciach 20<n < 200. Zauwazmy, ze
dla duzych préb (n> 200) w miejsce Kz stosujemy

% e n[4(VB;)2 + (b, - 3)2]/24,

ktéra ma asymptotyczny rozklad X2 z 2 sgopniami swobody .
Przykiad 6. Dla préby prostej o liczebnosci n = 82 wyznaczono:
VS; = 0.506 i b2 = 4.621. Aby obliczyé x(JB;) odczytujemy staze:
3 =3.686 i 1/r» = 1.0785 (D’Agostino i Pearson, tab.4, s.621),
wtedy X(vB;) = 1.0795 1n{0.506-1.0795 + [ (0.506-1.0795)%+1]1/2}=

= 1.9247. Z kolei z nomograméw odczytujemy dla b2 = 4.621 i

n = 82 prawdopodobieiistwo p = 0.992 i nastepnie X(bz)

0~ 1(0.992) = 2.4089. zatem K2 = (1.9247)2 + (2.4089)2 =9.5071.

Poniewaz xg 01:2 = 9.210 < 9.5071, wigc hipoteze Ho odrzucany.
. ’
loZna sugerowad, ze odpowiedzialne za odrzucenie H jest nad-

mierne spiaszczenie odbiegajjce znacznie od liczby 3.
2.3. Testy oparte na statystykach pozycyjnych.

Miech Yye¥oreees¥y bedzie ciggiem (u,0) - s.». wyznaczonych
z préby prostej {xi}. Sastosowanie s.p. do konstrukcji testdw :
normalnoéci ujawnia sie w tym, Ze przy prawdziwoéci hipotezy Hj
(tzn. hipotezie, ze prdba {xi} pochodzi z populacji o rozkladzie
normalnym) zmienne losowe Yy maja wartodci oczekiwane i warian-

cje wyrazone znanymi funkcjami liniowymi parametréw u i o
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(patrz, punkt 1.2), co pozwala zastosowaé metodg naimieiszych kwa-
dratéw do estymacji parametréw p i o (Lloyd, 1952). Najogdl-
niej, najlepszy nieobcigzony liniowy estymator c parametru o
mozna wyrazié w postaci liniowej kombinacji obserwacji {yi}

e

h
= I 4

ioq “4m Unogeq = ¥4)o

i

gdzie h =n/2 1lub h (n-1) /2 zaleznie od tego czy n jest
liczbg parzystg lub nieparzysta, za$ wspdéiczynniki di,n speinia-
ja pewne Zgdane wiasnogci (np. suma wspéiczynnikéw jest rdwna
zero) . Z drugiej strony nieobcijzony estymator z prdéby parametru
¢ wyraza odchylenie standardowe z préby s. Wéwczas kwadrat ilo-
razu tych dwéch statystyk (9/5)2 z pominigciem statej jest
bliski jednodci. Na tej zasadzie skonstruowane sg testy; W, W, W,
DA i r. Formalnie ujmujg one informacje zawarta w NPP[mi Y3l
w ktérym ukad punktdw (my,¥4)s £ =1,2,...,n powinien pokrywad
sige z prostg regresji, jedli prdba {xi} pochodzi z populacji nor-
malnej. Odchylenie od prostej reprezentuje wtedy miare odstepstwa
rozktadu zmiennych Yy qd rozkiadu normalnego, wyrazong przez 2.
Na innych zasadach skonstruowano testy g i u. Tutaj statystyki
s3 wyrazone takze w postaci ilorazowej, ale za estymator parametru
o Jjest brane odpowiednio odchylenie przecietne i rozstep z préby.
Test g Geary. Z niezmienniczoéci testu g na zmiane
skali i pofozenia obserwacji.w uktadzie wspdirzednych, mozZna sta-
tystyke g tego testu wyznaczyé bezpodrednio z préby {xi} lub
{Yi}' Jest ona ilorazem odchylenia przecigetnego i standardowego

z préby i wyraza sie wzorem

lyy - ¥l /(ms® /2,

[ =]

g=

i=1
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Rozktad g przy prawdziwosci Ho zostaX znaleziony, a jego w.k.
zostatly podane w zbiorze tablic Pearsona i Hartley’a (1966, tab.
34 A). Test g jest stosowany dla matych préb i weryfikacji Hy
przeciwko H1 orzekajacej, ze rozktad jest symetryczny.

Przyktad 7. Dla danych z przyk*adu 1 mamy: n = 11, S2= 6225.02

oraz |y1-§|+...+|y11—§| = 194, zatem g = 194/(11-6225.02)1/2
= 0.741. Poniewaz 90.01;11 = 0.936 >0.741, wieéc hipotezy Hy
nie mamy podstaw do odrzucenia na poziomie istotnosci a = 0.01.
Test u Davida-Hartley'a-Pearsona.

Statystyka u testu u wyraza sie ilorazem rozstepu i odchylenia

standardowego z préby i jest postaci

u= (y, = yq)/s.

Test u jest zalecany do H:, przeciwko H1 orzekajacej, ze roz-
ktad jest symetryczny. W.k. rozktadu u zawarte sa we wspomnianym
zbiorze tablic (tab.29C).

Test L o} Spiegelhalter a. 2Zauwazmy, ze wyste-
pujace w prébie obserwacje odstajace prowadza do pomniejszenia i
powiegkszenia odpowiednio wartosci statystyk g i u. Spiegelhalter
(1977) skonstruowal omnibus test T’ jako kompozycje testéw g

i u, opartego na statystyce
T = [1/(cn-u)n_1 + 1/gn_1]1/(n_1),

gdzie S = (1/2n)(n!)1/(n-1). Dla zastosowah praktycznych testu

T' podajemy dla niektdrych n wartosci Cn i T;°n gdy
r

a = 0.05, 0.10:
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n 5 10 15 20 I 50 ! 100

es 0.331 0.268 0.245 0.232 0.207 0.197

.
TO.OS;n 1532 1.453 1.423 1.403 1.337 1.308

L
TO.1O;n 1.512 1.417 1.387 1.369 12317 1.294

Przyktad 8. Dla danych z préykladu 1 mamy: n=11, u = 3.537 i

g = 0.741. Wyznaczamy c,, = 0.262 i T' = [1/(0.262-3.527) %+

1 .
O]O 1

11

+. 1/0. 741 = 1.364. Weryfikujemy hipoteze Ho przy a = 0.05.

%3dang wartoéé krytyczng interpolujemy wg wzoru

T - 7
i QL 0.05;10 ~ T0.05;15 3 %
To0.05;11 = To.05;10 * 10 = 15 PEATE S

1.453 + (1.453 - 1.423)/(-5) = 1.447.

PoniewaZ T' = 1.364<1.447, wiec nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy H, na poziomie istotnogci a = 0.05.

Test W Shapiro-wWilka. Statystyka W testu W
jest ilorazem kwadratu najlepszego liniowego nieobcigzonego es-
tymatora ? parametru ¢ i wariancji z préby. Estymator G

jest liniowg kombinacjg s.p. {yi} o postaci

h
b = i£1ai,n(yn-i+1 3 yi), gdzie a1,n s3 stalymi spetniajgcymi
n n o,
warunki: L a =0 i ra = 1 1i zawarte sa w zbiorze
i=1 i,n i=1 1,0

tablic Pearsona i Hartley’a (1972, tab.l12, takze Domariski, 1979,
tab.11). Statystyka W jest postaci
h 2

- n
— - € - v
. [i£1ai,n(yn_i+1 Yi) ] /151 (Yi y) -

2 T

W.k. rozk¥adu W dla 3<n <50 takze zawierajg sie we wspomnia-

nym wyzej zbiorze tablic (tab.14). Test W ma wasnoéé testu
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omnibus. Niskie wartos$ci W wskazuja na odstepstwo od normalnodci.
Formalnie, jes$li wiﬂwﬁ;n’ to hipoteze Hy odrzucamy na ustalonym
poziomie istotnodgci o .

Przykifad 9. Korzystamy z danych zawartych w przyktadzie 1. Obli-

czenia zwigzane z wyznaczaniem b przeprowadzamy wg schematu

L] Yioo5 | Y5 | Ay g9 | a5, 49(¥q0-47Yy)

1| 236 | 148 | 9d.5601 49.2888

2| 195 | 154 | 0.3315 |~ 13.5915

3| 182 | 158 | 0.2260 5.4240

4| 170 | 160 | 0.1429 1.4290

5| 166 | 161 | 0.0695 0.0695
Suma 69.8028

Skoro 82 = 6225.02 1 b =.69.8028, to W= (69.8028)2/6225.02=

= 0.783. Poniewaz W = 0.783<0.792 = w0.01;11’ wiec hipoteze Ho
odrzucamy. Zauwazmy, ze jes$li z préby zlozonej z pozostaitych 10
obserwacji obliczymy W = 0.908, to nie bedzie podstaw do odrzu-
cenia hipotezy Ho, gdyz WO.OI;IO = 0.781. Wnioskujemy stad, ze
obserwacja 236 jest odpowiedzialna za wystapienie asymetrii
prawostronnej. Test W jak widaé jest czuly na odstepstwo 6d nor-
malnos$ci wywolane przez skognosé.

& esg t W Shapiro-Francia. Statystyka W’
testu W' jest wyrazona w postaci identycznej jak statystyka W

z tym, ze wspéiczynniki a s3 zastgpione przez Sy
’

i,n

2 ]1/2

g + ktére sg znormalizowanymi wartosciami
’

n
= mi'n/[1£1 m

oczekiwanymi N(O,1) - s.p. Statystyka W’ wyraza sie w postaci

h
W' =[1¢

2 2
Zy MnWneger T ¥y ) ACK P

1
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o o, 2 2 e v
gdzie e myn b O Mmn° W.k. wa;n rozktadu W’ dla

505}1i99 podali Shapiro i Francia (1972).
Przyktad 10. Cieéarg zebranych owocéw z 60 krzewdw czerwonej po-
rzeczki w kg przedstawialy sie nastepujgco:

7.5 3.8 4.9 7.9 8.5 10.2 11.0 5.8 5.2 9.1
8.3 6.7 8.3 9.5 6.4 5.5 73 8.2 11.6 7.1
6.2 8.5 9.5 8.3 5.9 12.6 10.8 4.9 6.3 3.9
8.2 8.6 6.9 7.5 6.9 3.3 5.9 7.3 3.1 7.8
6.3 9.3 7.1 6.6 7.6 7.8 6.9 7.5 10.2 5.4
8.9 T3 6.5 4.2 8.6 8.1 s 9 6.9 6.2

Przypuszczamy, ze obserwacje ciezaru owocéw porzeczki z krzewdw
pochodzg z populacji o rozkadzie normalnym, przyjmujac o =0.05.

Charakterystykami opisowymi préby o liczebnodci n=60 sa:

y = 7.32, g2 = 229.39, s = 1.955, wspdtczynniki skognosgci

gy ™ 0.198 i sptaszczenia g, = 0.186. Odczytujemy ze wspomnia-

nych tablic Pearsona i Hartley’a wartosci m dla

i,60
i=1,2,...,60. Obliczenia prowadzi sie wg ponizszego schematu

CF3 = Yo 2 Yy

Ye1-i ¥3 Ty Mireo | Fi™i,60

2 12.6 3.1 9.5 2.319 22.031
2 11.6 3.3 8.3 1.935 16.061

s s efessersssssseressccrhecscssscsccfecccsccas

29 7.3 de3, 1O 0.041 (o]
30 7.3 320 0.041 (0]

Suma 113.913

- 2 r it Lo
Zatem W' = (113.913)°/(57.3767-229.39) = 0.986 >0.963 wo.os;so'
nie ma wigc podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.
Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze zaréwno przy obliczaniu statystyki
W jak i W' trzeba dla powtarzajacych sie kolejnych réznic

Yn-i+17Yir braé srednia arytmetyczng z wag dla tych obserwaciji.
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Test 1; Weisberga-Binghama. Jefli wiel-

kosci m w tescie W’ zastapimy przez

i,n

=Yl =378

L
mi,n=¢ (m)l i=1121---lnr

~
to otrzymamy test W oparty na statystyce

n
2 2,52,
W= 1121 my o yi] /(s

l

2

n
E mi,n)'

i=1

dogodny do obliczed na maszynie cyfrowej, gdyz obliczanie kwan-

tyli ﬁa n Przeprowadza sie standardowym programem. Przeprowa-
’

dzone badania metoda symulacji Monte Carlo wykazaly, iz wartoé-
ci dystrybuanty testéw W’ i v réznia sie miedzy sobg nieznacz-
nie. Pozwala to zamiennie stosowaé test W’ lub W.

Test D D’Agos tino. Test W moze byé stosowany

A
dla préb o liczebno$ciach n < 50. Na podobnych zasadach, ale

bez koniecznogéci wyznaczania wag, skonstruowany jest test DA

oparty na statystyce DA, ktéra jest ilorazem Downtona liniowe-

go nieobcigzonego estymatora

n
G .= 2Vn LB (i - (n+1) /2)y; /n(n-1)
i=1

parametru ¢ i odchylenia standardowego z prdéby i wyraza sie

w postaci

n n
Pp = L2 4yy = (+n)/2) 5 y,1/tn6% /2

i=1

Test DA zalecany jest dla duzych prdéb n >50 i posiada wias-
nosci testu omnibus. W praktyce dokonuje sie modyfikacji sta-

tystyki D

A do postaci
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Y = VB(DA - 0.282095) /0.029986,

dla ktdérej zostaty wyznaczone w.k. (D’Agostino, 1971, s.343).
Przykiad 11. Korzystajgc z danych zawartych w przykitadzie 10,
mamy :

2 60 60

s™ = 229.39 L y., = 438.8 L ¥l =y 42y, +...160y =
7 j=1°1 i j=q°1 1 2 60

15340.8, a stad D, = (15340.8 - 30.5:438.8) /(603+229.39) /2=

/

0.278077. 7 kolei obliczamy Y=¢60(0.278077-0.282095) /0.029986=

-1.038. Dla n =60 i a = 0.01 mamy dwie w.k.: -3.846 i
1.301. Poniewaz -3.846<-1.038< 1.301, wiec nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy Ho.

Test r wsepoéztczynnika kiox.e Lacrjud
normalnego diagramu prawdopodo-
bienstuwa.

Test r jest skonstruowany na podobnych zasadach jak test W ze

zmienionymi wagami. W miejsce A stosujemy mediany Mi =
’ ’
ciggu N(O,1) - s.p., ktdre wyznaczamy wzorem Mi a ¢_1(mi),
r
gdzie o = (0.5)1/n, m, = 1 - m,  oraz m; = (i - 0.3175)

/(n + 0.365), i = 2,3,...,n-1. Statystyka r omawianego testu

jest okreélona ilorazem wspdéiczynnika korelacji prostoliniowej

r w NPP[Mi i) yi] i odchylenia standardowego z préby i wyra-
’

za sig wzorem

1/2
1 i=1

W.k. rozkladu r podat Fillibren (1975) dla 3 <n<100. Niskie
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wartosci r wskazujg na odstepstwo od rozkiadu normalnego. Test

r jest stosowany do hipotez A jest testem jednostronnym.
o

PrzykXtad 12. Niech dana bedzie préba n = 7 obserwacji: 6, 1,

-4, 8, -2, 5, 0, dla ktdérej 32 = 118. Porzadkujemy obserwacje:
-4, -2, 0, 1, 5, 6, 8 i wyznaczamy wielkosci m, . 1 il e rea s Wn

ktérymi sa: m, = 0.0943, m, = (2 - 0.3175) /(7 + 0.365) =0.2284,

mgy 0.3642, m, = 0.5000, Mg = 0.6358, me = 0.7716 i

m, 0.9057. Korzystajac z tablic kwantyli rozkXadu N(O,1)

(Zieliriski, 1972, tab.3) odczytujemy mediany M , ktérymi sa:

T.n

M =

el o) e i a s
M1’7 =9 (m1) =¢ (0.0943) = -1.3149 = -M 2,7

143"

= =0.7439 = -M M = -0.3468 = -M

3,7 14 'M

= 0. Obli-

6,7 557 4,7

2

2 £ -
czamy M + M7'7 = 4.8052 i y1M1'7 S y7M7’7—23.4640,

1,7 +...

a stad r = 23.4640/(4.8052:118) /2 = 0.985. Poniewasz

r = 0.985>0.899 =r wigc nie ma podstaw do odrzucenia

0.05;7°’
hipotezy H, na poziomie istotnodci a= 0.05.

Test T Hegazy-Greena. Test T jest skonstru-
owany na zasadach testu zgodnos$ci. Réznica wystepuje w tym, ze

w miejsce wartoséci Fn(yi) stosujemy kwantyle mi,n =¢_1(1/(n+1))
rozkiadu N(O,1). Mozliwe sj tutaj testy oparte na statystykach,
ktére sg odchyleniem przecigtnym, badZ érednim odchyleniem

z réznic miedzy wartodéciami u; oraz mi'n. Statystyki T, iT,
testu T 83 postaci:

=]

n
= -m! -
o T ) e R

Dogodnoscia dla praktyki tych testéw jest to, ze ich w.k. dla
a = 0.05, 0.01 mozna wyznaczyé z prostych wyrazenr, ktdére poda-

jemy ponizej:
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Test | a | Wyrazenie State a,b,c

r, [0.01 [a + bin n+tcln m? [o0.7105, -0.1751, 0.0108
2.05 " 0.6027, -0.1481, 0.0090

T2 0.01 a + b/n + c/n2 0.0178, 2.8736, -8.2894
0.05 » ; 0.0126, 1.9227, -5.0067

Przyktad 13. Dla danych z przyktadu 12 mamy: y = 2, n = 7

oraz s = 4.1057. Obliczenia szczegdiowe zestawiamy ponizej

L ly; | vy o P I A S
1 | -4 |-1.4613 [ -1.1503 [ -0.3110
2 | -2 | -0.9742 | -0.6745 | -0.2997
3| o [-0.4871 | -0.3186 | -0.1685
4 | 1 |-0.2436 | 0.0000 | -0.2436
5 | 5 | 0.7307 | o0.3186 | 0.4221
6 | 6 | 0.9742 | 0.6745 | 0.2997
7| 8 | 1.4613 | 1.1503 [ o0.3110

Stad otrzymujemy T, = 0.294 i T, = 0.091, natomiast w.k.

1 2
dla a = 0.05 s3 odpowiednio réwne

i X ; 2 _
T1,0.05;7 = 0.6027 0.1481 1n7 + 0.0090(1n7)“ = 0.349,

T2'0.05;7 = 0.0126 + 1.9227/7 - 5.0067/49 = 0.183.

Poniewaz obliczone wartodci statystyk nie przekraczajg w.k.,

wigc nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy H,.
3. Ogdélna dyskusja testdw nogmalnoéci

Dokonaliémy w pracy przegladu réznych testéw normalnosci.
Zaliczyliémy je do trzech podstawowych grup w zaleznosci od spo-
sobu konstrukcji testu. Wéréd nich wiele ma wiasnos$é testu om-
nibus. Te ostatnie mozna zalecaé, kiedy posiadamy pewne infor-

' macje a priori odstepstwa od normalnogci. Z tej grupy omdéwilis-

my testy: Kz, ™, W, W; D oraz r. Wszystkie zostaly podane

A
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w ostatnich 15 latach. Dotychczas nie skonstruowano testu omni-
bus w grupie testéw opartych na poréwnaniu dystrybuanty rozkia-
du empirycznego z normalnym. Wspomniana grupa testéw nie ma
praktycznie wigkszego znaczenia dla weryfikacji hipotezy Ho
(z wyjatkiem testu A2) i powinna byé raczej stosowana jako gru-
pa testdéw przyblizonych i orientacyjnych. Zwigzane jest to z tym,
iz dobre wiasnoéci od strony mocy wykazujg te testy przy okres-
lonych wartogciach parametréw p i o . Jeéli chodzi o test
x2 -~ Pearsona, to winien on takze byé traktowany jako test
przyblizony. Zasadniczo winno sie korzystaé z testéw normalnog-
ci, ktdére sa odpowiednie dla zlozonych hipotez o normalnogci.

Wiele testéw normalnosci wykazuje podobne wtasnodci. Statys-
tyki na ktérych oparte sa testy VFI, by, u, g, W, r sa nie-
zmiennicze ze wzgledu na zmiane skali i potozenia, a zatem s3
odpowiednie do testowania hipotez HZ. Testy D, Ks, wz, Uz, v,
Az maja caikowicie okredlone rozktady przy hipotezie Hg i mo-
ga byé odpowiednie do testowania prostych hipotez o normalnoéci.

Dla wigkszosci testdéw nie znaleziono dotychczas funkcji ges-
togéci ich statystyk rozkiadu. Z%adane dla nich w.k. s3 generowane
metodaq Monte Carlo. Testy W, W', 1; i r majg lewostronne ob-
szary krytyczne i mate wartodci ich statystyk wskazujg na istot-
ne odchylenie rozk*adu zmiennej losowej X od rozktadu normal-
nego. Pozostate testy maja prawostronne obszary krytyczne. Nie-
ktdére statystyki w, W’,'ﬁ i r wymagajg uzycia odpowiednich
wspéiczynnikéw dla kazdego n.

Zagadnienie mocy testdéw normalnoéci jest stosunkowo dobrze
zbadane (patrz, np. Shapiro i inni, 1968, Stephens, 1974, Giorgi
i Cinci, 1975, Pearson i inni, 1977). Malo jest dotad wynikdw

ogélnych, calkowicie zakoriczonych i nadajacych sie do stosowania,
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jak to ma miejsce w teorii testéw parametrycznych. Trudnoéci
natury matematycznej zwigzane ze znajdowaniem mocy testéw sa
zazwyczaj bardzo duze. Trudne jest takze, z punktu widzenia

praktycznego ustalenie hipotezy alternatywnej.

Wiadomo, ze dla rozkladu normalnego trzeci standaryzowany
moment centralny VET wynosi zero, za$ czwarty standaryzowany
moment centralny B, wynosi trzy. Odpowiednio mozna scharakte-
ryzowaé¢ inne rozktady przez podanie pary wartosci (VET,BZ).
Zatem za hipotezy alternatywne wybiera sig hipotezy orzekaja- -
ce, ze rozkiad badanej zmiennej losowej X mozna zaliczyé do
jednej z nizej wymienionych grup w zaleznogfci od wartosgci VET
oraz B,. Poszczegdlne grupy przedstawiamy ponizej, podajac dla
kazdej z nich typ rozkladu oraz niektdre rozktady do nich nale-
zgce:

Grupa 1: [VET|:>O.3, B, >3.0; rozklady asymetryczne
z "diugim ogonem" - XZ' logarytmiczno-normalny, niecentralny
XZ, wykiadniczy, Weibulla, Pareto.

Grupa 2: |\/ﬂ| >0.3, B,<3.0; rozklady asymetryczne
z "krétkim ogonem" - beta, SB Johnsona.

Grupa 3: |\/-B—l'| <0.3, B,>4.5; rozktady symetryczne
z "diugim ogonem" - podwéijny le jednostajny, Cauchy’ego,
Laplace’a, Tukey’a, SU Johnsona, logistyczny.

Grupa 4: |\/H| <0.3, B,<2.5; rozktady symetryczne
z "krétkim ogonem" - beta, podwéjny X2' SB Johnsoﬁa, Tukey’a.

Grupa 5: |\/ﬂ| £0.3, 2.5<p,<4.5; rozklady prawie normal-
ne - t-Studenta z 10 stopniami swobody, Sg Johnsona z parame-
trami y =0 i 3= 3, logistyczny, SB Johnsona z parametrami
y=1, 3 = 2, sU Johnsona z parametrami y = 0 i 3 = 10,

Weibulla przy k = 2. Zaliczanie rozkadéw do poszczegélnych
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grup dokonujemy przy pomocy wartoéci VET oraz B, ktére sg
znane. R6éznig sie one znacznie w obrebie tego samego rozkZadu

ustalonego przy réznych wartodciach parametréw, przez ktdre

jest on okreélony. Na przyktad dla xi mamy VE; e S

B, = 6.00, zag dla xfo jest VE; = 0.89 i p, = 4.20. Z tego
wzgledu ten sam rozklad przy réznie okreélonych wartodciach pa-
rametréw jest zaliczony do rdéznych grup.

W tabeli 1 przedstawiamy moce (wyrazone w procentach) nie-
ktérych testéw normalnoéci dla poziomu istotnosci g = 0.05 i
przy wielkosdci prdéby prostej n = 20, uwzgledniajgc rozklady
alternatywne (krétko r.a.): xi z m=1,2,4,10 stopniami swo-
body, logﬁrytmiczno-normalny LN(H4,0) o parametrach u =0 i
o= 1, T-Studenta t, z dwoma stopniami swobody, Cauchy’ego
t1, beta B(p,q) o parametrach p =2 i q = 1, jednostajny
B(1,1) oraz Laplace’a.

Procedura testowa dla badania normalno$éci oparta na tesécie W
prawie we wszystkich przedstawionych r.a. w tabeli 1 ma wigksza
moc niz pozostale testy normalnodci. W szczegélnodci test W
jest czuly na asymetrig z "dfugim ogonem". Przykiadowo dla po-
pulacji o rozktadzie X?O' xi i LN(O,1) wartodci mocy dla
a =0.05 i n =20 wynosi 29, 50 i 93%. W grupie testdéw nor-
malnodci opartych na s.p. test W nalezy uznaé za najlepszy od
strony mocy. Winien on byé zalecany do weryfikacji hipotezy Hy,
je$li liczebnodé préby jest nie wieksza od 50. Podobne wiasnosci
mocy posiadajg testy W' oraz r, ktére mogg byé proponowane
dla duzych préb o liczebnos$ciach 50<n< 100.

Testy oparte na momentach z préby wykazujg duzg moc przy

okreslonym typie r.a. i tak odpowiednio: test VB; dla rozkita-
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déw asymetrycznych z "dXugim ogonem" (xf, X:, X:' LN(O,1))
oraz test b2 dla rozktaddéw symetrycznych z "diugim ogonem"
(t1, B(1,1), t,). Interesujgca moc posiada test Kz, zawierajg-
ca sie miedzy wartodciami mocy testdéw VB; oraz b2 przy od-
powiednich r.a. Wynika stgd wniosek, ze w$réd wspomnianych tes-
téw nalezy testy VE; i b2 stosowaé przy okreélonych r.a.,
natomiast test K2 w przypadku niemozliwos$ci okresdlenia r.a.

Testy normalnoéci oparte na mierze zgodnosci rozktadu empiry-
cznego z rozkladem normalnym wykazujg podobne wiasnos$ci mocy,
choé wéréd nich najlepszym jest test A2, a najgorszym test D.
Testy w2, Vi 02 maja podobne wiasnosci co test AZ.

W $wietle wymienionych testéw normalnodci test X2 ma znacz-
nie nizszg moc przy podanych r.a. Dlatego tez nie powinien byé
on stosowany w praktyce jako test normalnosci. W miejsce testu
x2 w przypadku duzych préb (n > 50) bez potrzeby konstruowania
szeregu rozdzielczego nalezy stosowaé test Y D'Agostino,
wzglednie test W’ gdy 50<n<100. Zasadniczo dla préb o 1i-
czebnoéciach n <50 nalezy stosowaé test W, jedli nie jest
mozliwe okreélenie r.a. dla hipotezy H1.
Nalezy zaznaczyé, ze moc testu rosnie wraz ze wzrostem li-

czebnoéci préby n. Przyktadowo dla testu W przy o = 0.05 i

r.a. Xi, X?O' LN(O,1) moc ksztaituje sie nastepujgco:
2 2

10 24 11 60
20 50 29 93
30 71 35 99
40 87 48 100
50 95 56 100

Dlatego przy badaniu normalnog$ci rozktadu zmiennej winno sieg
dysponowaé co najmniej préba o liczebnoséci n >30. Z drugiej

strony moc testu maleje wraz z obnizeniem poziomu istotnosci a.
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Przyktadowo dla testéw Y i W przy r.a. LN(O,1) mamy naste-

pujace moce testéw wyrazone w procentach:

n Y W p'd W ¥ W Y W

10 51 68 42 58 34 45 28 38
20 80 95 75 92 66 86 61 81
30 93 b 90 99 86 97 82 96
40 97 100 94 100 92 99 90 99
50 99 100 98 100 97 100 96 100

Stad waznym staje sie odpowiedni dobdr poziomu istotnosci a do
weryfikacji hipotezy H.

Wéréd podanych wyzej grup, mozna by sugerowaé, iz najlepszymi
testami normalnoéci od strony mocy przy odpowiednich liczebnos-
ciach préb sa:

Grupa 1 - test W, dla n§50,

test W', dla 50« n< 100,
dowolny z testdéw W2, v, Uz, dla n> 100;
Grupa 2 - test W, dla n< 50,
test Kz, dla n> 50;
Grupa 3 - test r, dla n<>50,
jeden z testéw: W' 1lub r, dla 50<n< 100,
test ¥, dla n>100;
Grupa 4 - test b2' dla n< 20,
test Kz, dla 20<n< 200;
Grupa 5 - test W, dla n< 20,
test b2, dla 20<n< 50,
jeden z testéw: W' lub r, dla 50<n< 100,
jeden z testdéw: K2 lub ¥, dla n > 100.
Najogélniej procedura weryfikacji hipotezy H, o rozkitadzie

normalnym zmiennej losowej X na podstawie prdéby prostej {xi}

pobranej z populacji wg odpowiedniego schematu losowania, winna
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przebiegadé nastepujgaco. Wyznaczamy z prdéby (x4} wielkosci VE?
! b2, bedace ocenami VE; i Byr @ nastepnie wybieramy jedng

z wymienionych wyzej grup i wybieramy odpowiedni test normal-
nosci w zaleznos$ci od liczebnog$ci préby n. Jeéli znany jest
typ odstepstwa od normalnosci (np. sko$nog¢), to wybieramy test
o najwiekszej mocy odpowiedni do okreglonej hipotezy H1 (np.
test VB? do rozktadéw asymetrycznych skoénych), a gdy takich

informacji a priori brak, to stosujemy jeden z testdéw omnibus.
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